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Wenn man ein entferntes Objekt von verschiedenen Orten aus anpeilt, dann
unterscheiden sich die Peilrichtungen um den so genannten Parallarenwin-
kel TI. Er hingt eng mit der Entfernung des Objektes zusammen: Je kleiner
der Winkel ist, desto weiter ist das Objekt entfernt.

In diesem Papier wird erldutert, wie man aus einem gemessenen Parallazen-
winkel die Entfernung des Mondes ableiten kann. Es werden unterschiedliche
Methoden beschrieben, die mit zunehmender Schwierigkeit zu immer genaue-
ren Ergebnissen fithren kénnen.

1 1. Nidherung

Wenn die Entfernung zwischen den beiden Beobachtungsorten nicht bekannt ist, kann die
Mondentfernung dadurch nach oben abgeschétzt werden, dass die groffitmogliche Entfer-
nung zwischen den beiden Orten angesetzt wird: der doppelte Radius Ry der Erde!. Dann
gilt der folgende Zusammenhang zwischen dem Parallaxenwinkel IT und der Entfernung
ry des Mondes (Abb. 1):
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Die Mondentfernung lasst sich in dieser Naherung also nach der folgenden Gleichung
abschétzen:
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In den meisten Féllen wird man zu einer besseren Abschéitzung gelangen, wenn man
einen nur halb so grofien Abstand zwischen den Beobachtern annimmt:

1Streng genommen muss, wie Abbildung 1 zeigt, der Abstand etwas kleiner sein. Der Unterschied ist
aber bereits beim Mond praktisch vernachléssigbar.



Abbildung 1: Abschéitzung der Mondentfernung bei unbekanntem Abstand zwischen den
Beobachtern
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Beispiel: Fiir den am 9. Dezember 2000 zwischen Koblenz und der Namib-Wiiste
gemessenen Winkel IT = 1.193° ergibt sich daraus ), ~ 48Rg.

2 2. Ndherung

Wenn die geografischen Koordinaten (¢, \) der Beobachtungsorte bekannt sind, dann
lasst sich der lineare Abstand A zwischen ihnen berechnen. Wenn beide Orte ungefahr
auf demselben Léngengrad liegen, kann die folgende einfache Beziehung herangezogen
werden:
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Liegen die Beobachtungsorte ndherungsweise auf demselben Breitengrad ¢, dann gilt
stattdessen

A2 — A
Ay = 2Rg cos psin ‘221‘
Beispiel: Fiir die ndherungsweise auf demselben Léangenkreis liegenden Beobachtungs-
orte Koblenz (p; = 50.18°, A = 7.54°) und Namib-Wiiste (py = —22.70°, A\ = 17.11°)

ergibt sich nach (3) Ay = 1.188Rp.
Mit der so bestimmten Ndherung A fiir den linearen Abstand und dem Parallaxen-
winkel IT ldsst sich die Mondentfernung nach Abbildung 3 ndherungsweise berechnen aus:
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Beispiel: Mit dem zwischen Koblenz und der Namib-Wiiste gemessenen Parallaxen-
winkel IT = 1.193° ergibt sich auf diese Weise die Mondentfernung zu r,; = 57.1R.
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Abbildung 2: Zur Berechnung des linearen Abstandes A aus den geografischen Breiten
der Beobachtungsorte

Abbildung 3: Zur ndherungsweisen Berechnung der Mondentfernung aus dem gemessenen
Parallaxenwinkel IT und dem linearen Abstand A



Abbildung 4: Zur Ableitung der Winkeldistanz zwischen zwei Orten aus ihren geografi-
schen Koordinaten (i, \)

3 3. Nidherung

Wenn die beiden Beobachtungsorte nicht ndherungsweise auf demselben Léngen- oder
Breitenkreis liegen, muss ihr Abstand anders bestimmt werden.

3.1 Messung an einem Erdglobus

Den Abstand, den die beiden Orte auf der Erdoberfliche voneinander haben, kann man
mit einem Faden messen. Die Lénge dieses Fadens verhélt sich dann zum Umfang wie
der Winkel n zwischen den beiden Orten zu 360°. Und dieser Winkel n kann dann statt
g — 1 in (3) eingesetzt werden, um den linearen Abstand A zu erhalten:

A =2Rgsin g (5)
Beispiel: Bei der Messung der Entfernung zwischen Koblenz und der Namib-Wiiste
ergab sich an einem Globus mit dem Umfang U = 105.5¢m eine Fadenldnge von [ =

21.8cm. Der entsprechende Winkel betrigt demnach n = 74.4°. Daraus ergeben sich der
lineare Abstand zu A = 1.209Rg und die Mondentfernung zu r,; = 58.1Rg.

3.2 Berechnung aus den geografischen Koordinaten

Fiir den Winkelabstand zwischen zwei Punkten (1, A1) und (g2, A2) auf einer Kugelober-
fliche gilt nach dem so genannten Seitencosinussatz (s. Abb. 4)

cos 7 = sin 1 sin @y + oS Y1 cos Y3 cos(Ay — Aq) (6)
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Mit dem Winkel 7 ldsst sich der korrekte lineare Abstand geméfl (5) berechnen, und die
Mondentfernung ergibt sich mit derselben Beziehung wie (4):
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Beispiel: Fiir Koblenz und die Namib-Wiiste ergibt sich nach dieser Formel eine
Winkeldistanz n = 73.37° und daraus ein linearer Abstand A = 1.195Rg und eine Mon-
dentfernung von r,; = 57.4Rg.

4 4. Naherung

Die Abschétzung nach Gleichung (4) kann nach Abbildung 3 offensichtlich noch verbessert
werden, indem der Abstand des Schnittpunktes zwischen den beiden Verbindungslinien
Mond-Erdmittelpunkt und Ort1-Ort2 vom Erdmittelpunkt beriicksichtigt wird. Damit
wird aus (4):
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Beispiel: Fiir die Messung von Koblenz und Namibia aus ergibt sich daraus eine
Korrektur um 0.80 Rg und damit eine Mondentfernung von r,; = 58.2Rp.

5 5. Ndherung: Beriicksichtigung des Projektionswin-
kels w

Bei der Ableitung der Naherungen (4) und (8) wurde stillschweigend vorausgesetzt, dass
die Verbindungslinie zwischen den beiden Beobachtern senkrecht auf der Richtung zum
Mond steht. Im Allgemeinen wird das nicht der Fall sein. Abbildung 52 zeigt allerdings,
dass zum hier beispielhaft ausgewerteten Zeitpunkt die Abweichung nicht grofl war.

Fiir die Berechnung der Mondentfernung kommt es offensichtlich nicht auf den tatséchli-
chen linearen Abstand A zwischen den beiden Beobachtern an, sondern auf seine Projek-
tion A’ = Asinw parallel zur Verbindungslinie Erde-Mond.
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Die Berechnung des dabei zu beriicksichtigenden Winkels w ist allerdings nicht ganz
einfach. Um ihn bestimmen zu kénnen, braucht man die Koordinaten der Erde, des Mon-
des und der beiden Orte in demselben Koordinatensystem. Dazu bietet sich das geozen-
trische Aquatorialsystem an.

2Dabei ist berticksichtigt, dass der Mond zum Beobachtungszeitpunkt eine Deklination von 6,; = 15.8°
hatte.



Observer 2

Abbildung 5: Die Positionen von Koblenz und Namibia am 9. Dezember 2000 um 21.00
Uhr UT relativ zum Mond
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Abbildung 6: Zur Bestimmung der geozentrisch dquatorialen Koordinaten der Beobach-
tungsorte



Die Deklination 0 der beiden Beobachtungsorte stimmt mit ihrer geografischen Breite
¢ iberein (s. Abb. 6). Ihre Rektaszension ist gleich ihrer (lokalen) Sternzeit: Wenn die
Sternzeit © = 0h ist, der Friihlingspunkt also gerade im Siiden steht, ist die Rektaszension
a des Beobachtungsortes auch Oh.

Die Ortssternzeit kann folgendermafien berechnet werden:

1. Bestimme fiir den Tag der Beobachtung die Ortssternzeit O, von Greenwich um
0.00 Uhr UT?

2. Zur Beobachtungszeit betréigt sie dort dann*

O¢r = Oy, + 1.0027379¢.

Dabei muss die Beobachtungszeit ¢ in Stunden mit Dezimalen eingesetzt werden.

3. Die Sternzeit an einem Ort der geografischen Linge A betriagt zu derselben Zeit

A
O =0, + %A.

Beispiel: Am 9. Dezember 2000 um 0.00 Uhr UT betrag die Sternzeit in Greenwich
Oo., = Hh12mlls = 5.241h. Um 21.00 Uhr UT betrug sie dort also Og, = 2.298h. Die
Sternzeiten an den Beobachtungsorten zu dieser Zeit waren also ©x = 5.744h £ 86.16°
und Oy = 6.382 £ 95.73°. Die #quatorialen Koordinaten der Beobachtungsorte sind
demnach zum Beobachtungszeitpunkt ay = 86.16°, dx = 50.18° und ay = 95.73°, oy =
—22.7°.

Um den Projektionswinkel w berechnen zu kénnen, bendtigt man zusétzlich die dqua-
torialen Koordinaten (ayy, dp7) des Mondes. Man rechnet dann alle Koordinaten gemé8

xr = Rpgcospcosd
= Rpgsingpcosd

z = Rgsind

in carthesische Koordinaten um. Der gesuchte Winkel ergibt sich dann aus dem Skalar-
produkt der Richtungen zum Mond und des Verbindungsvektors zwischen den beiden
Beobachtungsorten:

COSM:M (10)
|71 — 75|

3Sie kann mit verschiedenen einfachen Verfahren bestimmt werden, z.B. aus dem zeitlichen Abstand
zum Frithlingsanfang, an dem UT und Sternzeit in Greenwich gerade um 12 Stunden differieren. Man
muss dann beriicksichtigen, dass die Sternzeit jeden Tag 4 Minuten (3m56s) vorgeht. Sie kann auch einem
aktuellen astronomischen Kalender entnommen werden.

4Der Faktor 1.0027379 beruht auf dem Umstand, dass sich die Erde in 24 Stunden mehr als einmal
dreht, die Sternzeit also um mehr als 24 Stunden zunimmt.



Abbildung 7: Zur Berechnung des Schnittpunktes der beiden Sichtlinien

Beispiel: Aus dem in Koblenz aufgenommenen Foto ergibt sich die Position des Mon-
des zu apy = 3h45mb2s £ 56.47° und 0y = 16.48°. Sein carthesischer Richtungsvektor ist
also (0.530,0.800, 0.284). Die rechtwinkligen Koordinaten von Koblenz und Namibia sind
rx = Rg(0.043,0.639,0.768) und ry = Rp(—0.092,0.918, —0.386). Damit ergibt sich der
Kosinus des Projektionswinkels w zu 0.147, das heif3t, der Winkel betréagt w = 81.5°.

Damit ergibt sich in der 5. Naherung die Mondentfernung zu ry; = 57.57Rg.

6 Korrekte Rechnung

Wenn 7 der (carthesische) Ortsvektor eines Beobachters ist und € die Richtung, in der er
den Mond sieht, dann muss sich der Mond irgendwo auf der Geraden befinden, die durch

T+ A€, A>0

beschrieben werden kann. Wenn zwei Beobachter den Mond gleichzeitig anvisieren, dann
muss sich der Mond am Schnittpunkt der beiden Sichtlinien befinden. Es muss also gelten:

F1+A51:FQ+M€2, )\,,u>0

Das sind drei Gleichungen mit nur zwei zu bestimmenden Unbekannten A und u! Anders
als in einer Ebene werden sich die beiden Geraden nur bei exakten Messungen schneiden.
Andernfalls verfehlen sie einander (,,windschiefe Geraden“). Wegen immer auftretender
Messfehler wird also obiges Gleichungssystem niemals 16sbar sein.

Aus diesem Grunde sind wir gezwungen, statt des Schnittpunktes die Stelle der grofiten
Annaherung zwischen den belden Geraden zu berechnen. Das heifit, wir suchen nach zwei
Punkten P1 =7 + A€} und Pg = T + p9€y auf den Geraden, deren Verbindungsvektor
senkrecht auf beiden Geraden steht:
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Das ist ein System zweier linearer Gleichungen mit zwei Unbekannten A; und ps. Eine

einfache Umformung fithrt auf die folgenden Gleichungen

(ry —71) - (€2 — €1)

At = 1—é .5
A — _ (7y — 1) - (€ + é1)
Lo 146 -6

aus denen die gesuchten Parameter leicht zu berechnen sind:

A= o (A4 p2) + (A —p2))

pe = 5 (A +p2) — (A — p2))

(NN NN

Die Entfernung des Mondes ergibt sich dann schliellich zu

Ty R ’Fl + )\151’ ~ |F2 +H2€2|

(11)

Als Ma$ fiir die Genauigkeit des Ergebnisses kann man den Abstand |ﬁ1 — ﬁ2| der

beiden Sichtlinien nehmen.

Zusammenfassendes Beispiel: Aus den am 9. Dezember 2000 um 21.00 Uhr UT in
Koblenz (pr = 50.18°, Ax = 7.54°) und Namibia (py = —22.7°, Ay = 17.11°) aufgenom-
menen Fotos ergeben sich folgende Blickrichtungen zum Mond (das heiit: topozentrischen

dquatorialen Koordinaten):

Ort Mondposition
Rektaszension Deklination

Koblenz | 3h46m01s | 56.50° | 15°17'23" | 15.29°

Namibia | 3h45mb52s | 56.47° | 16°28'57" | 16.48°

Damit ergibt sich nach (6) ein Parallaxenwinkel von IT = 71.55". Die beiden Sichtlinien
nihern sich auf 0.044Rgp an, das sind etwa 8% des Monddurchmessers. Die Stelle der
grofiten Annéherung hat die Entfernung 57.86 R vom Erdmittelpunkt. Die geozentrische

Mondentfernung ergibt sich also zu ry; = 57.86 Rg.



7 Zusammenfassung

Methode Gleichung | Mondentfernung in Erdradien
1. Néherung (1) 48
2. Ndaherung (4) 57.1
3. Néherung (7) 58.1
57.4
4. Néherung (8) 58.2
5. Ndherung 9) 57.57
korrekte Rechnung (11) 57.86
wahre Distanz 57.74

Die verschiedenen Methoden beruhen auf den folgenden Eingangsdaten:
Methode 1

e Winkelabstand zweier Referenzobjekte, evtl. abgeleitet aus den bekannten Ko-
ordinaten der Referenzobjekte

e Pixelkoordinaten dieser Referenzobjekte auf den Bildern zweier Beobachter
e Pixelkoordinaten des Mondes auf den beiden Bildern

e Parallaxenwinkel II, abgeleitet aus den Pixelkoordinaten auf beiden Bildern
Methode 2

e zusitzlich die geografischen Breiten der Beobachtungsorte
Methode 3

e zusitzlich die geografischen Liangen der Beobachtungsorte

Methode 4 (wie Methode 3)

Methode 5

e zusitzlich die Koordinaten des Mondes, abgeleitet z. B. aus einem der Fotos
mit Hilfe der bekannten Koordinaten der Bezugsobjekte

korrekte Rechnung (wie Methode 5)
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