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S
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Abbildung 1: Unters
hiedli
h weit entfernte S
hi�e bei Helgoland [2℄

�Daÿ die wegfahrenden S
hi�e von dem Berg des ,abwärts' gekrümmten Meeresspie-

gels unter den Horizont hinunters
hwinden, das haben immer einige s
hon erfahren;

au
h daÿ jenseits groÿer See- und Fjord�ä
hen der Uferstreifen verde
kt ist von dem

Wasserberg, der si
h dazwis
hen erhebt.� (Wagens
hein [4℄)

1 Einleitung

An der Küste kann man bei sehr guter Fernsi
ht beoba
hten, dass S
hi�e unter dem Horizont

vers
hwinden, wenn sie si
h entfernen, bzw. dass die Aufbauten früher si
htbar werden als der

Rumpf, wenn si
h ein S
hi� nähert (Abb. 1). Diese Erfahrung ma
hten si
h bereits die seefah-

renden Mens
hen im Altertum zunutze, indem sie das �Krähennest� oder den �Ausgu
k� auf

S
hi�en mögli
hst ho
h anbra
hten, damit Küsten oder andere S
hi�e in mögli
hst groÿer Ent-

fernung entde
kt werden konnten.

Der E�ekt wurde s
hon früh als Hinweis auf die Kugelgestalt der Erde gedeutet (Abb. 2).



Abbildung 2: Darstellung des Zusammenhanges zwis
hen Erdkugel und Si
htweite aus dem

Jahr 1549 (entnommen aus [1℄)

Wenn es gelingt, den Zusammenhang zwis
hen dem �Abtau
hen� eines S
hi�es und seiner Ent-

fernung zu messen, dann kann aus den Messergebnissen die Gröÿe der Erde abgeleitet werden.

Entspre
hende Messungen sind allerdings äuÿerst s
hwierig, weil der E�ekt erst bei Entfernungen

von vielen Kilometern deutli
h wird und S
hi�e in sol
hen Entfernungen s
heinbar bereits sehr

klein geworden sind. Auÿerdem muss die Fernsi
ht extrem gut sein, damit die s
heinbare Gröÿe

der S
hi�e und ihr �Abtau
hen� gemessen werden können. Eigene jahrelange Versu
he, bei See-

urlauben entspre
hende Situationen zu fotogra�eren, haben nie zu überzeugenden Ergebnissen

geführt.

Wolfgang Bis
hof und Burkhard Steinrü
ken [1℄ sind sol
he Fotos gelungen, und sie haben

gezeigt, wie dur
h gründli
he Analyse der Bilder die Gröÿe der Erde bestimmt werden kann. In

dieser Praktikumsaufgabe sollen die dazu nötigen Überlegungen und Re
hnungen anhand der

Originalfotos s
hrittweise na
hvollzogen werden.

2 Etwas Theorie

RE RERE

d1 d2

H h

Beobachter Schornsteinkante

Abbildung 3: Zum Zusammenhang zwis
hen der Höhe H des Beoba
hters, seiner Si
htweite d1
bis zum Horizont und dem Radius RE der Erde
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Die Abhängigkeit der Si
htweite d1 eines Beoba
hters bis zum Horizont, seiner Höhe H über

dem Meeresspiegel und dem Erdradius RE ist, wenn man von der Li
htbre
hung in der Atmo-

sphäre absieht, ein einfa
hes geometris
hes Problem: Anhand von Abbildung 3 �ndet man lei
ht

den folgenden Zusammenhang:

d21 = (RE +H)2 −R2
E = 2REH −H2 ≈ 2REH (1)

Eine entspre
hende Beziehung gilt für das anzupeilende Objekt mit der Höhe h. Fasst man

die beiden Beziehungen zur Entfernung

d = d1 + d2

zwis
hen Beoba
hter und Objekt zusammen, ergibt si
h

RE =
d2

2(H + h+ 2
√
Hh)

(2)

Dur
h die Li
htbre
hung in der Atmosphäre wird die Beziehung allerdings komplizierter: Ein

si
h von der Erdober�ä
he entfernender Li
htstrahl wird dadur
h etwas na
h unten gekrümmt.

Die Si
htweite zum Horizont vergröÿert si
h � das heiÿt, die Erde ers
heint etwas gröÿer, als sie

in Wirkli
hkeit ist.

Diesen E�ekt kann man näherungsweise folgendermaÿen berü
ksi
htigen ([1℄): Der Li
htstrahl

vom Horizont ins Auge des Beoba
hters wird kreisförmig mit dem Radius r angenommen, für

den gilt

RE

r
= 0.13 = k. Dadur
h vergröÿert si
h die Si
htweite um den Faktor

1√
1−k

, bzw. der

Radius der Erde ers
heint um den Faktor

1

1−k
vergröÿert.

3 Benötigte Hilfsmittel

• Lineal mit mm-Maÿstab

• Tas
henre
hner

• Ar
hivbild der Fähre (Abb. 4)

• 3 Fotos der si
h entfernenden Fähre (Abb. 7-9)

• Für eine Auswertung am Computer

1. Ar
hivbild der Fähre (FaehreA.jpg)

2. Originalfotos der si
h entfernenden Fähre (Faehre1.jpg, Faehre2.jpg, Faehre3.jpg)

3. Ex
el-Tabelle zur Vereinfa
hung der Re
hnungen ohne Lösungen (AuswertungHorizont.xls)

Diese Dateien sind in einem zip-Ar
hiv zusammengefasst, das aus dem Netz heruntergela-

den werden kann.

Zusätzli
h ist ein einfa
hes Bildbearbeitungsprogramm erforderli
h, mit dem in den Bildern

pixelgenau Positionen gemessen werden können (z. B. ImageJ

1

1

http://rsbweb.nih.gov/ij/
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4 Aufgaben

Die folgenden Aufgaben können entweder mit den ausgedru
kten Abbildungen dieser Praktikums-

aufgabe oder mit einem geeigneten Bildbearbeitungsprogramm und den Digitalbildern in der Ma-

terialsammlung am Computer bearbeitet werden.

Das verwendete Fernrohr hatte eine Brennweite von f = 1411mm. Der CCD-Chip hatte

eine Gröÿe von bC ∗hC = 39.9mm∗24.0mm, die Anzahl seiner Pixel betrug 6016∗4016Px.

Die Bilder sind Auss
hnitte der Gröÿe 2700 ∗ 1800Px aus den Originalbildern.

1. Vorbereitung: Messen Sie den Maÿstab der Bilder.

(a) Bestimmen Sie anhand des Ar
hivbildes (Abb. 4) der Fähre die Höhe h0 der obersten

Kante des S
hornsteins über der Wasserober�ä
he. Verwenden Sie dazu die Länge der

Fähre lF = 154m. (Abb. 4).

Abbildung 4: Ar
hivbild und Daten der Fähre (aus [1℄)

Maÿstab des Ar
hivbildes MA =

h0 = m

(b) Bestimmen Sie den Winkelmaÿstab MB der drei Bilder der si
h entfernenden Fähre.

Maÿstab der Bilder MB =
′′

Px
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2. Messen Sie die drei Entfernungen der Fähre dur
h Verglei
h zwis
hen ihrer

s
heinbaren (Winkel-) Gröÿe mit ihrer tatsä
h
hen Länge. Berü
ksi
htigen Sie

dabei den Winkel zwis
hen der Si
htlinie und der Fahrtri
htung der Fähre.

(a) Messen Sie auf den Bildern zunä
hst die s
heinbare Breite bpri der He
kklappe und

die s
heinbare Länge lpri der Fähre (bis zur Mitte der He
kklappe).

bpr1 = lpr1 =

bpr2 = lpr2 =

bpr3 = lpr3 =

(b) Die si
htbare He
kklappe zeigt, dass si
h die Fähre ni
ht senkre
ht zur Bli
kri
htung

fährt und dadur
h verkürzt ers
heint.

Bestimmen Sie die zu den drei Bildern gehörenden Projektionswinkel αi.

Tipp: Nehmen Sie der Einfa
hheit halber an, der Rumpf der Fähre habe einen drei-

e
kigen Quers
hnitt.
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Abbildung 5: Vereinfa
hter Quers
hnitt der Fähre

tanα1 = =⇒ α1 = ◦

tanα2 = =⇒ α2 = ◦

tanα3 = =⇒ α3 = ◦

(
) Leiten Sie nun aus den Projektionswinkeln die s
heinbaren Längen l′i der Fähre auf

den drei Bildern ab, d. h. die Länge, die die Fähre auf den Bildern hätte, wenn sie

senkre
ht zur Si
htlinie führe, und bere
hnen Sie daraus ihre jeweilige Entfernung.

Die Winkellängen li der Fähre auf den Bildern betragen

l1 =

l2 =

l3 =

Daraus ergeben si
h die folgenden Entfernungen di:

d1 = m

d2 = m

d3 = m

3. Messen Sie die Höhen h′

i
der S
hornsteinkante über der Kimm, und leiten Sie

daraus die Höhen hi der Kimmlinie über der Wasserober�ä
he ab.
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Abbildung 6: Zur Ermittlung der Höhe h der Kimmlinie über der Wasserober�ä
he (aus [1℄)

h′1 = =⇒ h1 = m

h′2 = =⇒ h2 = m

h′3 = =⇒ h3 = m

4. Bere
hnen Sie aus der Hebung der Kimmlinie und der Entfernung der Fähre

den Radius der Erde.

(a) Verwenden Sie zunä
hst die aus geometris
hen Überlegungen gewonnene Glei
hung

(2).

RE1
= km

RE2
= km

RE3
= km

(b) Es fällt auf, dass die gewonnenen Ergebnisse für den Erdradius alle deutli
h zu groÿ

sind. Die wesentli
he Ursa
he dafür ist die Li
htbre
hung in der Atmosphäre.

Korrigieren Sie nun Ihre Ergebnisse entspre
hend der im Abs
hnitt Theorie bes
hrie-

benen Näherung. Bere
hnen Sie Mittelwert und Standardabwei
hung.

R′
E1

= km

R′
E2

= km

R′
E3

= km

Daraus ergibt si
h als gemitteltes Gesamtergebnis:

RE = km± km

5. Zusatzaufgabe: Den krummlinigen Verlauf des Li
htstrahls vom Horizont ins Auge des

Beoba
hters kann man dur
h Raytra
ing simulieren, wenn der Bre
hungsindex der Luft

und seine Abnahme mit zunehmender Höhe bekannt sind. Im Anhang ist der zugehörige

Algorithmus bes
hrieben.

Implementieren Sie diesen Algorithmus in einem Tabellenkalkulationsprogramm

(z. B. Ex
el), indem Sie mit einem Li
htstrahl starten, der die Erdober�ä
he

geradlinig tangential verlässt, und diesen dur
h mehrere Lufts
hi
hten konstan-

ter Di
hte verfolgen, bis er die interessierende Höhe über der Erdober�ä
he

errei
ht hat.
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Abbildung 7: Fähre in kleier Entfernung
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Abbildung 8: Fähre in mittlerer Entfernung
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Abbildung 9: Fähre in groÿer Entfernung
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5 Anhang: Simulation der Erweiterung der Si
htweite dur
h at-

mosphäris
he Li
htbre
hung

Beim Bli
k in die Ferne tri�t der Bli
k die Erde am Horizont tangential. Oder umgekehrt: Das

Li
ht, das vom Horizont das Auge des Beoba
hters tri�t, ist am Horizontpunkt horizontal aus-

gesendet worden. Bei seinem Weg �na
h oben�, d. h. mit zunehmender Entfernung zum Boden,

dur
hquert es Lufts
hi
hten abnehmenden Luftdru
ks � und damit abnehmender Bre
hzahl. Der

Li
htweg wird dadur
h simuliert, dass die Atmosphäre in diskrete Lufts
hi
hten der Di
ke ∆R

mit jeweils konstanter Bre
hzahl eingeteilt wird.

DerAlgorithmus für die Strahlverfolgung ist im Tabellenblatt Simulation der Ex
el-Tabelle

implementiert. Er lässt si
h folgendermaÿen bes
hreiben:

P0 P1
P2

γ1

α1

β1

Abbildung 10: Zur Bere
hnung der Strahlabs
hnitte mit dem Bre
hungsgesetz

1. Der Li
htstrahl wird am Ort P0 = (x0, y0) an der Erdober�ä
he mit der Steigung mi = 0
ausgesendet.

2. Der Li
htstrahl vom Punkt Pi tri�t am Ort Pi+1 = (xi+1, yi+1) auf die erste Grenz�ä
he

zwis
hen den Lufts
hi
hten i und i+ 1. Pi+1 lässt si
h folgendermaÿen bere
hnen:

yi+1 − yi = mi(xi+1 − xi)
x2i+1 + y2i+1 = (RE + (i+ 1)∆R)2 =: r2

}

=⇒ yi+1 − yi = mi

(

√

r2 − y2i+1 − xi

)

=⇒
(

yi+1 − yi

mi

+ xi

)2

= r2 − y2i+1

=⇒
y2i+1

m2
i

−
2yi
m2

i

yi+1 +
y2i
m2

i

+ 2xi+1

yi+1 − yi

mi
+ x2i = r2 − y2i+1 =⇒

(1 +m2
i )y

2
i+1 + 2(mixi+1 − yi)yi+1 + y2i − 2mixiyi +m2

ix
2
i −m2

i r
2 = 0

Das ist eine quadratis
he Glei
hung der Form

Ay2i+1 +Byi+1 + C = 0

Sie hat die Lösung

2

yi+1 = −
B

2A
±

1

2A

√

B2 − 4AC (3)

2

Da die Steigung des Li
htstrahls überall ni
htpositiv ist, ist hier das negative Vorzei
hen zu wählen.
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mit

A = 1 +m2
i , B = 2(mixi − yi), C = y2i − 2mixiyi −m2

i (r
2 − x2i ) (4)

3. Für den Einfallswinkel αi+1 am Punkt Pi+1 gilt (Abb. 10):

αi+1 =
π

2
− γi+1 − arctanmi.

Dabei ist γi+1 der zu Pi+1 gehörende Zentralwinkel

γi+1 = arctan
xi+1

yi+1

Der Einfallswinkel lässt si
h deshalb folgendermaÿen bere
hnen:

αi+1 =
π

2
− arctan

xi+1

yi+1

− arctanmi (5)

4. Der Bre
hungsindex n von Luft hängt folgendermaÿen von der Temperatur T , dem Dru
k

p und dem Dampfdru
k e des enthaltenen Wassers

3

ab ([3℄):

(n− 1) · 106 =
77.6K

T

(

p

bar
+

4810K

T

e

bar

)

(6)

In der isothermen Atmosphäre hängt der Dru
k exponentiell von der Höhe über dem Erd-

boden ab (Barometris
he Höhenformel):

p(h) = p0e
− h

hs
mit h = r −RE , hs =

R

Mg
T (7)

Dabei sind M = 0.02896 kg
mol

die molare Masse von Luft, g = 9.81m
s2

die Erdbes
hleunigung

und R = 8.314 J
mol·K die universelle Gaskonstante. Die Konstante hs wird als Skalenhöhe

bezei
hnet.

5. Na
h dem Bre
hungsgesetz verlässt der Li
htstrahl die Grenz�ä
he unter dem Bre
hungs-

winkel βi+1:

sinαi+1

sin βi+1

=
ni+1

ni
=⇒ βi+1 = arcsin

(

ni

ni+1

sinαi+1

)

(8)

Dabei sind ni und ni+1 die Bre
hzahlen der Lufts
hi
hten i und i+ 1.

6. Der Li
htstrahl wird am Punkt Pi+1 um den Winkel αi+1 − βi+1 abgelenkt. Die Steigung

des weiterlaufenden Li
htstrahls ist also

mi+1 = tan(arctanmi + αi+1 − βi+1) (9)

3

Bei der extrem guten Fernsi
ht kann von tro
kener Luft (e = 0) ausgegangen werden.
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Damit sind Startpunkt Pi+1 und Steigung mi+1 des folgenden geradlinigen Strahlabs
hnitts

bekannt. Die Re
hnung kann bei 1. neu beginnen.

7. Die S
hritte 1 bis 6 werden so lange wiederholt, bis h die gewüns
hte Höhe errei
ht hat.

Da der Zentralwinkel γ bei den interessierenden Höhen klein bleibt, kann xi als Si
htweite

betra
htet werden.
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