Astronomisches Praktikum — Aufgaben fiir eine Schlechtwetter-Astronomie
U. Backhaus, Universitidt Duisburg-Essen

Schiffe am Horizont und der Erdradius

Abbildung 1: Unterschiedlich weit entfernte Schiffe bei Helgoland [2]

SDafl die wegfahrenden Schiffe von dem Berg des ,abwdrts’ gekrimmten Meeresspie-
gels unter den Horizont hinunterschwinden, das haben tmmer einige schon erfahren;
auch daf jenseits grofier See- und Fjordfldchen der Uferstreifen verdeckt ist von dem
Wasserberg, der sich dazwischen erhebt.“ (Wagenschein [4])

1 Einleitung

An der Kiiste kann man bei sehr guter Fernsicht beobachten, dass Schiffe unter dem Horizont
verschwinden, wenn sie sich entfernen, bzw. dass die Aufbauten friither sichtbar werden als der
Rumpf, wenn sich ein Schiff ndhert (Abb. 1). Diese Erfahrung machten sich bereits die seefah-
renden Menschen im Altertum zunutze, indem sie das ,Kréhennest* oder den ,Ausguck® auf
Schiffen moglichst hoch anbrachten, damit Kiisten oder andere Schiffe in moglichst grofser Ent-
fernung entdeckt werden konnten.

Der Effekt wurde schon frith als Hinweis auf die Kugelgestalt der Erde gedeutet (Abb. 2).



Abbildung 2: Darstellung des Zusammenhanges zwischen Erdkugel und Sichtweite aus dem
Jahr 1549 (entnommen aus [1])

Wenn es gelingt, den Zusammenhang zwischen dem , Abtauchen® eines Schiffes und seiner Ent-
fernung zu messen, dann kann aus den Messergebnissen die Grofe der Erde abgeleitet werden.
Entsprechende Messungen sind allerdings dufserst schwierig, weil der Effekt erst bei Entfernungen
von vielen Kilometern deutlich wird und Schiffe in solchen Entfernungen scheinbar bereits sehr
klein geworden sind. Aufserdem muss die Fernsicht extrem gut sein, damit die scheinbare Grofe
der Schiffe und ihr ,Abtauchen* gemessen werden konnen. Eigene jahrelange Versuche, bei See-
urlauben entsprechende Situationen zu fotografieren, haben nie zu {iberzeugenden Ergebnissen
gefiihrt.

Wolfgang Bischof und Burkhard Steinriicken [1] sind solche Fotos gelungen, und sie haben
gezeigt, wie durch griindliche Analyse der Bilder die Grofe der Erde bestimmt werden kann. In
dieser Praktikumsaufgabe sollen die dazu nétigen Uberlegungen und Rechnungen anhand der
Originalfotos schrittweise nachvollzogen werden.

2 Etwas Theorie
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Abbildung 3: Zum Zusammenhang zwischen der Héhe H des Beobachters, seiner Sichtweite d;
bis zum Horizont und dem Radius R der Erde



Die Abhéngigkeit der Sichtweite d; eines Beobachters bis zum Horizont, seiner Hohe H iiber
dem Meeresspiegel und dem Erdradius Rp ist, wenn man von der Lichtbrechung in der Atmo-
sphére absieht, ein einfaches geometrisches Problem: Anhand von Abbildung 3 findet man leicht
den folgenden Zusammenhang:

di = (Rg + H)” — Ry = 2RpH — H® ~ 2RpH (1)

Eine entsprechende Beziehung gilt fiir das anzupeilende Objekt mit der Hohe h. Fasst man
die beiden Beziehungen zur Entfernung

d=dy +dsy
zwischen Beobachter und Objekt zusammen, ergibt sich

d2
(H + h +2VHh)

Rp =3 (2)
Durch die Lichtbrechung in der Atmosphére wird die Beziehung allerdings komplizierter: Ein
sich von der Erdoberfliche entfernender Lichtstrahl wird dadurch etwas nach unten gekriimmt.
Die Sichtweite zum Horizont vergrofsert sich — das heift, die Erde erscheint etwas grofer, als sie
in Wirklichkeit ist.
Diesen Effekt kann man néherungsweise folgendermafen berticksichtigen (|1]): Der Lichtstrahl
vom Horizont ins Auge des Beobachters wird kreisformig mit dem Radius r angenommen, fiir

den gilt % = 0.13 = k. Dadurch vergrofert sich die Sichtweite um den Faktor \/11—_1:’ bzw. der

Radius der Erde erscheint um den Faktor ﬁ vergrofert.

3 Benotigte Hilfsmittel

e Lineal mit mm-Maflistab

e Taschenrechner

Archivbild der Féahre (Abb. 4)

3 Fotos der sich entfernenden Fihre (Abb. 7-9)

Fiir eine Auswertung am Computer

1. Archivbild der Féhre (FaehreA. jpg)
2. Originalfotos der sich entfernenden Fahre (Faehrel.jpg, Faehre2.jpg, Faehre3.jpg)

3. Excel-Tabelle zur Vereinfachung der Rechnungen ohne Losungen (AuswertungHorizont.x1s)

Diese Dateien sind in einem zip-Archiv zusammengefasst, das aus dem Netz heruntergela-
den werden kann.

Zusétzlich ist ein einfaches Bildbearbeitungsprogramm erforderlich, mit dem in den Bildern
pixelgenau Positionen gemessen werden kénnen (z. B. ImageJ!

"http://rsbweb.nih.gov/ij/
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4 Aufgaben

Die folgenden Aufgaben kénnen entweder mit den ausgedruckten Abbildungen dieser Praktikums-
aufgabe oder mit einem geeigneten Bildbearbeitungsprogramm und den Digitalbildern in der Ma-
terialsammlung am Computer bearbeitet werden.
Das verwendete Fernrohr hatte eine Brennweite von f = 1411mm. Der CCD-Chip hatte
eine Groke von boxhe = 39.9mm *24.0mm, die Anzahl seiner Pixel betrug 6016 «4016 Px.
Die Bilder sind Ausschnitte der Grofe 2700 * 1800Px aus den Originalbildern.

1. Vorbereitung: Messen Sie den Malfistab der Bilder.

(a) Bestimmen Sie anhand des Archivbildes (Abb. 4) der Fahre die Hohe hg der obersten
Kante des Schornsteins tiber der Wasseroberfliche. Verwenden Sie dazu die Lange der
Féhre lp = 154m. (Abb. 4).
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Abbildung 4: Archivbild und Daten der Fihre (aus [1])

Mafstab des Archivbildes M4

h(): m

(b) Bestimmen Sie den Winkelmafstab Mp der drei Bilder der sich entfernenden Féhre.

"

Mafstab der Bilder Mp = —



2. Messen Sie die drei Entfernungen der Fihre durch Vergleich zwischen ihrer
scheinbaren (Winkel-) Grofte mit ihrer tatsichchen Linge. Beriicksichtigen Sie
dabei den Winkel zwischen der Sichtlinie und der Fahrtrichtung der Fihre.

(a) Messen Sie auf den Bildern zunéchst die scheinbare Breite by, der Heckklappe und
die scheinbare Lénge [, der Fahre (bis zur Mitte der Heckklappe).

bpm - lpm =
prQ = lprz =
bpm = lprs =

(b) Die sichtbare Heckklappe zeigt, dass sich die Fahre nicht senkrecht zur Blickrichtung
fahrt und dadurch verkiirzt erscheint.

Bestimmen Sie die zu den drei Bildern gehérenden Projektionswinkel «;.

Tipp: Nehmen Sie der Einfachheit halber an, der Rumpf der Fahre habe einen drei-
eckigen Querschnitt.

Abbildung 5: Vereinfachter Querschnitt der Féhre

tan vy = == a1 = o
tan g = — 9 = ©
tan ag = = Qg = °

(c) Leiten Sie nun aus den Projektionswinkeln die scheinbaren Langen [} der Fahre auf
den drei Bildern ab, d. h. die Lénge, die die Fahre auf den Bildern hitte, wenn sie
senkrecht zur Sichtlinie fithre, und berechnen Sie daraus ihre jeweilige Entfernung.

Die Winkelldngen [; der Féhre auf den Bildern betragen

A
ly =
Iy =

Daraus ergeben sich die folgenden Entfernungen d;:

dl = m
d2 = m
d3 = m

3. Messen Sie die H6hen h der Schornsteinkante iiber der Kimm, und leiten Sie
daraus die Hohen h; der Kimmlinie {iber der Wasseroberfliche ab.



Kimmlinie

{ T+ +

] h Wasserlinie am Schiff

e

Abbildung 6: Zur Ermittlung der Hohe h der Kimmlinie iiber der Wasseroberfliche (aus [1])

h, = — = m
bl = = hy= m
bl = — g = m

4. Berechnen Sie aus der Hebung der Kimmlinie und der Entfernung der Fihre
den Radius der Erde.

(a) Verwenden Sie zunichst die aus geometrischen Uberlegungen gewonnene Gleichung

(2).

RE1 — kfm
RE2 — kfm
Rg, = km

(b) Es fallt auf, dass die gewonnenen Ergebnisse fiir den Erdradius alle deutlich zu grofs
sind. Die wesentliche Ursache dafiir ist die Lichtbrechung in der Atmosphére.
Korrigieren Sie nun Thre Ergebnisse entsprechend der im Abschnitt Theorie beschrie-
benen Néherung. Berechnen Sie Mittelwert und Standardabweichung.

R};l = km
Ry, = km
Ry, = km

Daraus ergibt sich als gemitteltes Gesamtergebnis:
Rg = km + km

5. Zusatzaufgabe: Den krummlinigen Verlauf des Lichtstrahls vom Horizont ins Auge des
Beobachters kann man durch Raytracing simulieren, wenn der Brechungsindex der Luft
und seine Abnahme mit zunehmender Hohe bekannt sind. Im Anhang ist der zugehorige
Algorithmus beschrieben.

Implementieren Sie diesen Algorithmus in einem Tabellenkalkulationsprogramm
(z. B. Excel), indem Sie mit einem Lichtstrahl starten, der die Erdoberfliche
geradlinig tangential verlisst, und diesen durch mehrere Luftschichten konstan-
ter Dichte verfolgen, bis er die interessierende Hohe iiber der Erdoberfliche
erreicht hat.



Abbildung 7: Fahre in kleier Entfernung




Abbildung 8: Fahre in mittlerer Entfernung




Abbildung 9: Fahre in grofer Entfernung
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5 Anhang: Simulation der Erweiterung der Sichtweite durch at-
mospharische Lichtbrechung

Beim Blick in die Ferne trifft der Blick die Erde am Horizont tangential. Oder umgekehrt: Das
Licht, das vom Horizont das Auge des Beobachters trifft, ist am Horizontpunkt horizontal aus-
gesendet worden. Bei seinem Weg ,nach oben“, d. h. mit zunehmender Entfernung zum Boden,
durchquert es Luftschichten abnehmenden Luftdrucks — und damit abnehmender Brechzahl. Der
Lichtweg wird dadurch simuliert, dass die Atmosphére in diskrete Luftschichten der Dicke AR
mit jeweils konstanter Brechzahl eingeteilt wird.

Der Algorithmus fiir die Strahlverfolgung ist im Tabellenblatt Simulation der Excel-Tabelle
implementiert. Er ldsst sich folgendermafen beschreiben:

Abbildung 10: Zur Berechnung der Strahlabschnitte mit dem Brechungsgesetz

1. Der Lichtstrahl wird am Ort Py = (x9,yp) an der Erdoberfliche mit der Steigung m; = 0
ausgesendet.

2. Der Lichtstrahl vom Punkt P; trifft am Ort P11 = (241, yi+1) auf die erste Grenzfliche
zwischen den Luftschichten ¢ und 7 4+ 1. P,y ldsst sich folgendermafien berechnen:

Yir1 — Yi = mi(Tip1 — ;)

B . — =y = . 2 g2 >
2l + vyl = (Rp+ (i+1)AR)? =: 12 } Yir1 = Yi mi (m T

2
Yi+1 — Yi .2 2
— (T + xl) = Vi
yi2+1 2y; y? Yirl — Yi 9 9 9
— 5 — —gVYitl T s 22— +x = -y, =
m; : m; m;

(L+m2)yiy + 2(mazics — yi)yirr + ¥i — 2maagy; + mix; —mir? = 0

Das ist eine quadratische Gleichung der Form

Ayiz_'_l + Byi+1 + C=0
Sie hat die Lésung?

B 1
Yi+1 = _ﬂ + — B2 - 4AC (3)

2A

*Da die Steigung des Lichtstrahls iiberall nichtpositiv ist, ist hier das negative Vorzeichen zu wihlen.
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mit

A=1+m;, B = 2(m;x; — i), C = y? — 2mziy; — mi(r? — a?) (4)

. Fiir den Einfallswinkel a;41 am Punkt P gilt (Abb. 10):

T
5~ Yi+1 — arctan m;.

Dabei ist ;41 der zu Pjy1 gehorende Zentralwinkel

Qi1 =

Ti+1
Yi+1

Vi+1 = arctan

Der Einfallswinkel l&sst sich deshalb folgendermafsen berechnen:

™ Ti+1
;i1 = — — arctan —— — arctan m; (5)
2 Yit1

. Der Brechungsindex n von Luft hingt folgendermafsen von der Temperatur 7', dem Druck
p und dem Dampfdruck e des enthaltenen Wassers® ab ([3]):

(n—1)-10% = (6)

T %+ T bar

T71.6K ( D 4810K i)
In der isothermen Atmosphire hingt der Druck exponentiell von der Hohe {iber dem Erd-

boden ab (Barometrische Hohenformel):

p(h) = poe” s mit  h=r—Rg, hy = MigT (7)
Dabei sind M = 0.02896% die molare Masse von Luft, g = 9.81 die Erdbeschleunigung

und R = 8.314# die universelle Gaskonstante. Die Konstante hg wird als Skalenhohe
bezeichnet.

. Nach dem Brechungsgesetz verldsst der Lichtstrahl die Grenzflache unter dem Brechungs-
winkel §;41:

sin a1 Nji1 . ng .
i i+l DA = ;41 = arcsin ( L gin ai+1) (8)
sin 541 n; Ni+1

Dabei sind n; und n;y1 die Brechzahlen der Luftschichten ¢ und ¢ + 1.

. Der Lichtstrahl wird am Punkt P um den Winkel ;1 — ;41 abgelenkt. Die Steigung
des weiterlaufenden Lichtstrahls ist also

m;4+1 = tan(arctan m; + o1 — Bit1) (9)

®Bei der extrem guten Fernsicht kann von trockener Luft (e = 0) ausgegangen werden.
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Damit sind Startpunkt P;+; und Steigung m;4; des folgenden geradlinigen Strahlabschnitts
bekannt. Die Rechnung kann bei 1. neu beginnen.

7. Die Schritte 1 bis 6 werden so lange wiederholt, bis h die gewiinschte Hohe erreicht hat.

Da der Zentralwinkel v bei den interessierenden Hohen klein bleibt, kann x; als Sichtweite
betrachtet werden.
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